Analisis Funcional
Evaluacion 3. Soluciones

Ejercicio 1. SeaX un espacio normadd; un espacio de Banach4 c X tal queLin(A4) = X. Sea
{T,} una sucesion de operadoreslgiX, Y") verificando que/T,,2} es una sucesién de Cauchy para
todox € A, y existeM > 0 tal que||T,|| < M paratodon € N. Prueba qud T, } es puntualmente
convergente, y que definiendo paratade X, Tz = lim {T,,z}, se verificaqud € L(X,Y).

Solucién. Como en un espacio de Banach las sucesiones convergenteglenicon las sucesiones
de Cauchy, las hipotesis hechas implican que para todoA la sucesion{T,,(a)} es convergen-

te. Ahora, sib € Lin(A4), es decirp = ZAkak con), €K, ap € A (1 < k < n), puesto que
k=1

T, (b) = Z AT (ar), deducimos quéT,, (b)} es convergente por ser combinacion lineal de sucesio-
k=1
nes convergentes. Par& X y beLin(A), pongamos:

1T () — T () || < (| To() — To(O)|| + [T (b) — Ton(B) || + T30 (b) — T ()| <
< (1Tl + ([T Dllz = bl + 170 (b) = T (B)] <
< 2M |z = bl + [ Tn(b) — T (b)]

Dadoss > 0y z€ X, comoLin(A4) = X, hay alginb € Lin(A) tal que||z — b|| < 15;. Una vez fijado
dicho elementa, sean, €N tal que paraw, m > ng se verifique qugT,,(b) — T, (b)|| < 5. Entonces

paratodos:,, m > ng se verifica que:
1T () = To(2)|| < 2M ||z = bl + | T5(b) — T ()| <

Hemos probado qur, (z)} es una sucesion de Cauchy en un espacio de Bangketego es conver-
gente.

Definamosl" : X — Y porT'(z) = lim {7, (x)} para todor € X. La aplicacionl” asi definida es
claramente lineal, y como para tod& N se verifica qudl T, (z)|| < M||z||, deducimos:

1T ()| = [t {T () ]| = U {|[Tn (2) |} < M ||

donde la segunda igualdad es consecuencia de la contimlgdachorma. LuegdT'(z)|| < M|z|| lo
que prueba qué es continua.

Comentarios. Este ejercicio, muy parecido a uno hecho en clase, lo ham¥ischsi todos. Algunos,
pocos, dicen que la sucesi¢ff,,} es de Cauchy lo que indica bastante despiste, o afirman (cesa q
es cierta pero no hace falta para nada en este ejercicio) gepaxioL(X,Y) es completo. Bastantes
dan como evidente la continuidad del operdtioNo lo es porque la continuidad de una funcién que es
limite puntual de una sucesién de funciones continuas @Bogesantizada. Claro, es inmediato probar
la continuidad dél’, pero debe hacerse y comentar que se usa la continuidad denta.nAlgunos
escriberlim||T,,||, €s0 no es correcto porque la sucesiifi, || } no tiene por qué ser convergente. En
este ejercicio hay que tener claro que la convergencia deks®n{T,,} esconvergencia puntualo
convergencia el (X,Y"). Y algunos pocos las confunden e incluso hay quien pruebacgieesion
{T..} converge & en L(X,Y’). Lo hacen como sigue. Después de probar la convergenciagunt
y definir T', dicen: en la desigualdall’,(x) — T,,(z)|| < e valida para todon,n > ng, fijamos

n = ng Y tomamos limite parax — oo con lo cual obtenemo$l, (z) — T'(z)|| < € siempre que

n > ng, y concluyen qudT,, — T'|| < e. ¢Necesitas que te explique donde esta el error? Si no leves d
inmediato tienes que repasar el concepto de convergeritdaraa y el significado de la convergencia
enL(X,Y).

Lo que me hallamado la atencion en este ejercicio, y en geeera poca importancia que muchos
dais a explicar correctamente lo que hacéis, parece quermasaireza escribir unas pocas palabras para
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despejar posibles ambigledades, y eso hace que quien seajllade a veces con la duda de si quien
se expresa de esa forma tan concisa, sin explicar minimarteegtie hace o explicandolo de forma
confusa, entiende realmente lo que ha escrito. En estdojense parece importante precisar que
primerose fija el puntd € Lin(A) y despuése considera la sucesidfi,, (b)}. Quienes asi lo hacen
marcan una diferencia con quienes no porque demuestramtieleden bien el proceso. Todo esto tiene
que ver con el ingrato trabajo de evaluar, a los profesoreslisgusta vernos en la necesidad de tener
que interpretar lo que no esta claramente escrito porquiadaeluda de si lo hacemos correctamente.

Ejercicio 2. Dada una sucesion acotada /.., se define el funcionat : ¢; — K por

= Z a(n)z(n) (xe€ly)

Indica una condicién que debe cumplir la sucesi@Y., para quey alcance su horma.

Solucion. Puesto que para todo € N, [a(n)z(n)| < [lal||z(n)], y paraz € {1 la serie}_|z(n)]
converge, deducimos que la serie que defip¢d es convergente. Tenemos que

Zla z)] < llall Zlfv )= lall lzll Veet

n=1 n=1

Deducimos quep es un funcional lineal continuo lyp|| < [la||_ . Representando, como es habitual,
pore,, alos vectores unidad, tenemos qi(e,,) = a(n) Y,
neNes|¢| = |a(n)], luegolle]| > [|al| - Hemos probado asi quie || = [|al|

Es evidente que si existe alggre N tal que|a(q)| = [[a|| _, es decir, que el supremo que define
|a|| es de hecho un maximo, entonces tenemos|guie= [a(q)| = [¢(e,)| y el funcionaly alcanza
su norma. Esta es una condicion suficiente. También es miecesaque si existe algun € ¢; con
|lz]l1 = 1 tal que|e(z)| = ||¢|| entonces

lall, = llell = le(2) Zla )Nz < llall le )= lall,

n=1 n=1
Lo que implica que

o0

Zla Nzm) = llall|=(n) Z lall, = la(m))]z(n)] =0

Puesto que para todoc N es0 < [lal|_ —[a(n)|, debe cumplirse qugal|__ —[a(n)])|z(n)| = 0 para
todon € N. Comoz # 0, debe existir algug € N tal quez(g) # 0, lo que implica quéa(q)| = [|al|
Por tanto la condicion suficiente antes obtenida es tamigiéasaria.

Comentarios.En este ejercicio, todos, con alguna excepcion, calcudaimima dep correctamente
(cosa que ya hicimos al estudiar el dual@g e indicais que si el supremo que defifg|_  es de
hecho un méaximo el funcionat alcanza su norma, pero son bastantes los que no hacen casi nad
mas porque o bien no comprueban que dicha condicion es mieceda intentan pero lo hacen de
manera muy confusa y con afirmaciones extrafias. Creo qugestlebe a que no se ha entendido bien
lo que se pide en el gjercicfindica una condicion que debe cumplir la sucesior /., para quey
alcance su norma’aunque yo creo que esta claro pordeendicion que debe cumplirsesignifica

una condicion necesaria. También se debe a que no se ititecpreectamente el significado de que
(llall - la(n)|)|z(n)| = 0 paratodo: € N. Las afirmaciones extrafias a las que antes me referia, que se
repiten mucho, son del tipo siguiente. Después de llegae dgieje que se(r||a||Oo —la(n)])|z(n)] =0

para todon € N, muchos dicen a continuacién (copio casi literalmente le bastantes de vosotros
habéis escrito):
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Sisuponemogquem €N tal quefa|| _ = |a(m)| paran > m, entonces

em €0 = () = a(m) = |a(m)| = llell
Llama la atencién essuponemoy el muy extrafio afladidearan > m. Quienes escriben esto, y son
una docena, no se dan cuenta de que al calcular la normaydehabian visto que(e,,,) = a(m),

la(m)]|

porque si no ¢a qué viene considerar ahora el vacter aGm) em Para volver a obtener lo que ya se

sabe? Quienes asf proceden no deducen de las igualgfades — la(n)|)|z(n)| = 0 una condicién
necesaria para que el funcional alcance su norma.

Quiero llamar la atencién sobre un punto que debe quedar. 8farchos escribi§” -, [a(n)||z(n)| =
>oneillall z(n)] y seguidamente afirmais que debe|agn)||z(n)| = [la||__|2(n)|, en este caso eso

es correcto porque < [lal|__ — [a(n)| pero, en general, dos series pueden tener la misma sumay sus
términos pueden ser muy diferentes, lo mismo que pasa cautasiones, dos sucesiones con igual
limite no tiene por qué ser iguales (¢ quizés ya algunossajuéi series y sucesiones son la misma
cosa?).

Ejercicio 3. Dada una sucesion acotadas ¢, se define un operador linedl : ¢, — ¢,, donde
1< p < oo, por

[Tz](n) = a(n)z(n) (x€l,,neN)
a) Estudia la continuidad dE y calcula su norma. ¢,Hay algun valorgpara el que pueda asegurarse
queT alcanza su norma?

b) Prueba qué& es un isomorfismo topoldgico si, y sélo si, existe un nimero0 tal que|a(n)| > r
para todo: €N.

Solucién.a) Consideremos gque< p < co. Puesto que paratodoe N, |a(n)z(n) [P < ||a||zo|:c(n)|p,

y paraz € ¢, la serie}_|z(n)|? converge, deducimos que la se}igda(n)z(n)|P es convergente y se
verifica la desigualdad

HchHp—ZICL < all?, Zlfc I = llallZ lllly Vrel,

Deducimos qué’ es un operador lineal continud|{'[| < [la|

Representando, como es habitual, ppr los vectores unidad, tenemos dig,,) = a(n)e, Y,
como |le, [, = 1, deducimos que para todo€ N es||T'|| > |a(n)|, luego|T| > |la|| . Hemos
probado asi qugT’|| = [[al|

En el cas@ = oo, para todar € £ tenemos quéiTz](n)| = |a(n)z(n)| < [lall |||, luego
Tr el y |Tx| < [lall llz[l, lo que prueba qué también es en este caso un operador lineal
continuo y||7|| < |la| . Si consideramos la sucesiénconstante igual a 1, tenemos qug|| =
y T'(eo) = a, luego||T'|| = ||al| __ y, ademas]" alcanza su norma.

b) Consideremos en lo que sigue p < co. Esta claro qué” es el operador de multiplicacion por
a, esto esT'x = ax (producto de dos sucesiongs|(n) = a(n)z(n)). Esto nos da una pista sobre el
posible inverso d&". Notaremod” = T,.

Supongamos que existe> 0 tal que para tode € N es|a(n)| > r. En tal caso, la sucesion
b= % esta acotada,c ¢, Yy, por lo visto en el punto anterior, el operadgr: ¢, — ¢, definido por
Ty(x) = bz es continuo. Puesto que, evidentemeftgl,(x)) = abx = x = bax = Tp(T,(z)) para
todoz €/,, el operadofl;, es el operador inverso dg, y por tantoI, es un isomorfismo topologico.

Reciprocamente, 4, es un isomorfismo topolégico § es su inverso, com®, (e,) = a(n)e,
deducimos que,, = a(n)S(ey,), porlo quea(n) # 0y S(e,) = e,. Paratodm €N tenemos que

a(n)

Tagny — 15 enllo < IS Tlienlls = 1151
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Como, evidentements, # 0, obtenemos qui(n)| > ﬁ para todar e N. ©

Comentarios. En este ejercicio jtan sencillo! hay notables despistesayaateccion de llamativos
errores que, como suele ser habitual con los errores, demdzstante con casi las mismas palabras 'y
simbolos, lo que me parece muy significativo. Algo que no séoccalificar consiste en introducir una
extrafiisima constanfef = inf {K; €R : |a(n)| < K;} en la acotacion

1Tzl = la(n)Ple(n)l <Y MP|a(n)|

n=1 n=1

Quienes asi lo hacen, y son bastantes, no pueden entendkrtatmente nada de lo que escriben. Lo
han copiado de algun texto sin pensar lo que copiaban. DeohatBiquiera hay unanimidad para
definir esa sorprendente constante y hay pequefias variantes

M=@mf{K:eR:|a(n)| < Ki1}; M=mf{KeR:|a(n)|< K}; M=mf{KeR:|a(n)| < K}

Me pregunto si quienes escriben esto conocen el conceptpdeEnso, porque un supremo esrafmimo
mayorante Considerar el infimo de los mayorantes de un conjunto esoipipide un estudiante de
tercer curso porque indica que no entiende el concepto dersgpy no tenia que estar en tercero sino
en primero. Eso, sin considerar que el conjuhfesta disparatadamente definido. No se puede hacer
peor.

Algunos, bastantes, en la hipotesis de @ugene un inverso continu@ ', hacen lo que sigue:
x€ly, z="Tx:
1T @)l = 17T @)l = ll2ll, < ITHHIT M2l = 177 el N2l

de donde deducen qlje|| _ > r donder = ||T—1*1H y concluyen quéa(n)| > r. Sin comentarios.

No son pocos los que demuestran que, en la hipétesis deGug > » > 0 paratodon e N, T
es inyectiva y sobreyectiva y para probar que la inversamsnta (no se dan cuenta de que esto ya lo
han hecho en el punto anterior) hacen lo que sigee,,, z = T'(x), z = T~ !(2):

1T )l = 1T 1T @)l = 17T @) < ITIHT 2llp = T2l
Supongo que has visto el error, si no es asi mala cosa. Ptw,¢&mgo que recordar que para probar

gue una aplicacion lineal es inyectiva lo que hay que hacprassr que su nicleo se reduce a cero.
Hay errores mas sutiles, como el siguientet,, z = T'(z), z = T~ 1(2):

lz(n)] = [T~ 2)(n)| = [[T-H(T(@)](n)] < [T~ lla(n)||z(n))|

De donde se deduce qugn)| > ﬁ Pero esa forma de proceder no es correcta. ¢ Sabes por qué?

o0
Hay quien representa la sucesién constante igual a/l.en la formaz e, iUna serie conver-
n=1
gente cuyo término general verifica qis, || = 1 para todo: € N! Recuerdo que los vectores unidad
no son una base de Schaudergn De hecho, deberiais saber qig no es separable y, por tanto, no
puede admitir una base de Schauder.

Lo anterior es suficiente como muestra de los errores massinées y llamativos.
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